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Wprowadzenie

Istnieje n partii politycznych, ktére startuja w wyborach do sejmu, ktéry w danym okregu
ma tacznie M miejsc do obsadzenia. Naszym zadaniem jest podziat mandatéw pomiedzy
partie w sposéb proporcjonalny do liczby gtoséw na nie oddanych.

M. Dobranowski
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Wprowadzenie

Istnieje n partii politycznych, ktére startuja w wyborach do sejmu, ktéry w danym okregu
ma tacznie M miejsc do obsadzenia. Naszym zadaniem jest podziat mandatéw pomiedzy
partie w sposéb proporcjonalny do liczby gtoséw na nie oddanych.

Kwote (czy tez iloraz wyborczy) i-tej partii oznaczamy przez g; i definiujemy jako

D;
q; = ?a

gdzie p; to liczba gtoséw oddanych na ¢-ta partig, a P to liczba gtoséw oddanych w
okregu.
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Podstawowy przyktad

Wezmy pewien okreg wyborczy; niech ma 8 mandatéw do sejmu i 10 tysiecy wyborcéw.
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Podstawowy przyktad

Wezmy pewien okreg wyborczy; niech ma 8 mandatéw do sejmu i 10 tysiecy wyborcéw.

partia A partia B partia C
gtosy 1250 3750 5000
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Podstawowy przyktad

Wezmy pewien okreg wyborczy; niech ma 8 mandatéw do sejmu i 10 tysiecy wyborcéw.

partia A partia B partia C

gtosy 1250 3750 5000
ag; 1 3 4
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Podstawowy przyktad

Wezmy pewien okreg wyborczy; niech ma 8 mandatéw do sejmu i 10 tysiecy wyborcéw.

partia A partia B partia C

gtosy 1250 3750 5000
q; 1 3 4
mandaty 1 3 4
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Podstawowy przyktad

Wezmy pewien okreg wyborczy; niech ma 8 mandatéw do sejmu i 10 tysiecy wyborcéw.

partia A partia B partia C

gtosy
q;
mandaty

1250 3750 5000
1 3 4
1 3 4

partia A partia B partia C

gtosy

1220 3730 5050
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Podstawowy przyktad

Wezmy pewien okreg wyborczy; niech ma 8 mandatéw do sejmu i 10 tysiecy wyborcéw.

partia A partia B partia C

gtosy
q;
mandaty

1250 3750 5000
1 3 4
1 3 4

partia A partia B partia C

gtosy
q;

1220 3730 5050
0.976 2.984 4.04
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Podstawowy przyktad

Wezmy pewien okreg wyborczy; niech ma 8 mandatéw do sejmu i 10 tysiecy wyborcéw.

partia A partia B partia C

gtosy
q;
mandaty

1250 3750 5000
1 3 4
1 3 4

partia A partia B partia C

gtosy
q;
mandaty

1220 3730 5050
0.976 2.984 4.04
1 3 4
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Metoda Hamiltona

Zaokraglamy kwote w dét; nastepnie przydzielamy pozostate mandaty wzgledem
najwiegkszej reszty.
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Metoda Hamiltona

Zaokraglamy kwote w dét; nastepnie przydzielamy pozostate mandaty wzgledem
najwiegkszej reszty.

partia A partia B partia C
gtosy 1900 2100 6000
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Metoda Hamiltona

Zaokraglamy kwote w dét; nastepnie przydzielamy pozostate mandaty wzgledem
najwiegkszej reszty.

partia A partia B partia C

glosy 1900 2100 6000
g 1.52 1.68 4.80
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Metoda Hamiltona

Zaokraglamy kwote w dét; nastepnie przydzielamy pozostate mandaty wzgledem
najwiegkszej reszty.

partia A partia B partia C

gtosy 1900 2100 6000
q; 1.52 1.68 4.80
mandaty 1 1 4
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Metoda Hamiltona

Zaokraglamy kwote w dét; nastepnie przydzielamy pozostate mandaty wzgledem
najwiegkszej reszty.

partia A partia B partia C

gtosy 1900 2100 6000
q; 1.52 1.68 4.80
mandaty 1 1 441
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Metoda Hamiltona

Zaokraglamy kwote w dét; nastepnie przydzielamy pozostate mandaty wzgledem
najwiegkszej reszty.

partia A partia B partia C

gtosy 1900 2100 6000
q; 1.52 1.68 4.80
mandaty 1 1+1 441
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Metoda Hamiltona

Zaokraglamy kwote w dét; nastepnie przydzielamy pozostate mandaty wzgledem
najwiegkszej reszty.

partia A partia B partia C

gtosy 1900 2100 6000
q; 1.52 1.68 4.80
mandaty 1 1+1 441

Dobra wiadomos¢
Ta metoda zachowuje kwote, tzn. liczba mandatéw przydzielonych i-tej partii jest réwna

lg;] lub [g;].
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Paradoks populacji
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Paradoks populacji

partia A partia B partia C
gtosy 1850 2600 5550
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Paradoks populacji

partia A partia B partia C

glosy 1850 2600 5550
g; 1.48 2.08 4.44
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Paradoks populacji

partia A partia B partia C

gtosy 1850 2600 5550
a; 1.48 2.08 4.44
mandaty 2 2 4

'z
»
3
o
=
©
2

o)
[}

a

=
©
B0
=
3

>
o
0

)

e
ml

=

©

m

2
©
o
@

N

©
£
<
(<]

L

5/22



<
14
2
<}
c
[
o
d=]
o
[a]
=
3]
0
c
3
=
o
80
-
=9
n
=
©
m
2
.o
o
a
A
©
E
£
S
L

Paradoks populacji

partia A partia B partia C

gtosy 1850 2600 5550
a; 1.48 2.08 4.44
mandaty 2 2 4

Zmienmy liczby gtoséw oddanych na partie.
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Paradoks populacji

partia A partia B partia C

gtosy 1850 2600 5550
a; 1.48 2.08 4.44
mandaty 2 2 4

Zmienmy liczby gtoséw oddanych na partie.

partia A partia B partia C
gtosy 1890 2200 5520
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Paradoks populacji

partia A partia B partia C

gtosy 1850 2600 5550
a; 1.48 2.08 4.44
mandaty 2 2 4

Zmienmy liczby gtoséw oddanych na partie.

partia A partia B partia C

glosy 1890 2200 5520
g 1.57 1.83 4.60
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Paradoks populacji

partia A partia B partia C

gtosy 1850 2600 5550
a; 1.48 2.08 4.44
mandaty 2 2 4

Zmienmy liczby gtoséw oddanych na partie.

partia A partia B partia C

gtosy 1890 2200 5520
q; 1.57 1.83 4.60
mandaty 1 2 5
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Paradoks populacji

partia A partia B partia C

gtosy 1850 2600 5550
q; 1.48 2.08 4.44
mandaty 2 2 4

Zmienmy liczby gtoséw oddanych na partie.

partia A partia B partia C

gtosy 1890 2200 5520
q; 1.57 1.83 4.60
mandaty 1 2 5

Definicja (Paradoks populacji)

Sytuacja, w ktdrej partia tracaca gtosy otrzymuje mandat kosztem partii zyskujacej gtosy.
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Metoda Jeffersona / D’Hondta

Okre$lamy pewng liczbe gtoséw D € R*, za ktérg partii przystuguje mandat. Wtedy
kazda partia dostanie |p;,/D| mandatéw.
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Metoda Jeffersona / D’Hondta

Okre$lamy pewng liczbe gtoséw D € R*, za ktérg partii przystuguje mandat. Wtedy
kazda partia dostanie |p;,/D| mandatéw.
Przeksztatémy:

i-ta partia dostaje k£ mandatéw
pz‘J
= |=| >k
[D -
p;
== >k
D=

D;
— D<=
B
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Metoda Jeffersona / D’Hondta

partia A partia B partia C
gtosy 2300 2800 4900

k= 2300 2800 4900
k=2 1150 1400 2450
k=3 767 933 1633
k=4 575 700 1225
k= 460 560 980
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Metoda Jeffersona / D’Hondta
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k=3 767 933 1633
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Metoda Jeffersona / D’Hondta
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Metoda Jeffersona / D’Hondta

partia A partia B partia C
glosy 2300 2800 4900

k= 2300 2800 4900
k=2 1150 1400 2450
k=3 767 933 1633
k=4 575 700 1225
k= 460 560 980
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Metoda Jeffersona / D’Hondta

partia A partia B partia C
gtosy 2300 2800 4900

k=1 2300 2800 4900
k=2 1150 1400 2450

k=3 767 933 1633
k=4 575 700 1225
k=5 460 560 980
mandaty 2 2 4
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Metoda Jeffersona / D’Hondta

partia A partia B partia C
gtosy 2300 2800 4900

k=1 2300 2800 4900
k=2 1150 1400 2450

k=3 767 933 1633
k=4 575 700 1225
k=5 460 560 980
mandaty 2 2 4

Dobra wiadomos$¢
Ta metoda (zwana metodg Jeffersona lub D'Hondta) jest monotoniczna wzgledem
populacji, to znaczy, ze nie wystepuje tutaj paradoks populacji.
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Metoda Jeffersona / D’Hondta

partia A partia B partia C
gtosy 2300 2800 4900

k=1 2300 2800 4900
k=2 1150 1400 2450

k=3 767 933 1633
k=4 575 700 1225
k=5 460 560 980
mandaty 2 2 4

Dobra wiadomos$¢
Ta metoda (zwana metodg Jeffersona lub D'Hondta) jest monotoniczna wzgledem
populacji, to znaczy, ze nie wystepuje tutaj paradoks populacji.

Zta wiadomosé
Ta metoda nie zachowuje (gérnej) kwoty.
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Metoda Jeffersona / D’Hondta

partia A partia B partia C
gtosy 1000 2760 6240
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Metoda Jeffersona / D’Hondta

partia A partia B partia C
gtosy 1000 2760 6240
k=1 1000 2760 6240

k=2 500 1380 3120
k=3 333 920 2080
k=4 250 690 1560
k=5 200 552 1248
k=6 167 460 1040
mandaty O 2 6
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Metoda Jeffersona / D’Hondta

partia A partia B partia C
gtosy 1000 2760 6240
k=1 1000 2760 6240

k=2 500 1380 3120
k=3 333 920 2080
k=4 250 690 1560
k=5 200 552 1248
k=6 167 460 1040
mandaty O 2 6

q; 0.80 2.21 4.99
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Twierdzenie o niemoznosci

M. Dobranowski

Twierdzenie (Balinski-Young)

Nie istnieje (anonimowa) reguta podziatu mandatéw, ktéra jednoczesnie zachowuje kwote
i jest monotoniczna wzgledem populacji.
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Czym jest Lean 47

M. Dobranowski

Programming Language and Theorem Prover
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Czym jest Lean 47

T AF A rra LB
r-A I‘I—B(/\I) I‘FA/\B(/\EI) F'_A/\B(/\Ez)
'-AAB A I'=B
'-rAvB T,AFC TI,BFC
_llt:i__(v|1) ._llt:i__(v|2) (VE)
'AvVB I'-BVA r-c
I'AFB
) (= 1) 'HrA— B FI—A(_>E)
r''A— B '-B

Rysunek: Reguty wnioskowania w intuicjonistycznym rachunku zdaf (IRZ).
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Lean — podstawowe definicje

structure Party where
name : String
deriving DecidableEq

M. Dobranowski

variable [Fintype Party]

structure Election where
parties : Finset Party
votes : Party > N
house_size : N

abbrev Apportionment : Type := Party > N
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Lean — definicja reguty wyborczej

structure Rule where
res : Election - Finset Apportionment

M. Dobranowski

non_emptiness (election : Election) : (res election).Nonempty
inheritance_of_zeros (election : Election) (p : Party)

election.votes p = 0 > VY App € res election, App p = 0
house_size_feasibility (election : Election)
Y App € res election,
> p € election.parties, App p = election.house_size
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M. Dobranowski
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Lean — anonimowos¢

Reguta jest anonimowa, jesli permutacja gtoséw partii powoduje permutacje przydziatu
mandatéw w ten sam sposéb. Innymi stowy, nazwy partii nie majg znaczenia.
class IsAnonymous (rule : Rule) : Prop where
anonymous (election : Election) (o : Party » Party) (p g : Party)
(op=0gq->p=2q) >

let election' : Election := { parties := election.parties,
votes := election.votes - o,
house_size := election.house_size
I
rule.res election' = (rule.res election).image (- - o)
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Lean — konkordantnos¢

Reguta jest konkordantna, jesli partia z mniejsza liczbg gtoséw nie dostaje wigcej
mandatéw niz partia z wieksza liczbg gtoséw.

M. Dobranowski

class IsConcordant (rule : Rule) : Prop where

concordant (election : Election) (p q : Party)
election.votes p < election.votes g =
Y App € rule.res election,
App p < App g
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M. Dobranowski
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Lean — zachowywanie kwoty

class IsQuotaRule (rule : Rule) : Prop where
quota_rule (election : Election) (p : Party)
let quota := (election.votes p * election.house_size : Q)
/ (election.total_voters : Q)
Y App € rule.res election,
App p = lquotal v App p = [quotal
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Lean — monotoniczno$¢ wzgledem populacji

class IsPopulationMonotone (rule : Rule) : Prop where
population_monotonone (e, e, : Election) (p g : Party)

M. Dobranowski

e;.parties = e,.parties A e;.house_size = e,.house_size >
-- p' support grows faster than q's

e,.votes p * e;.votes q > e,.votes q * e;.votes p >
Y Appi € rule.res e1, V App, € rule.res e,
-- p gets less seats, g gets more seats
-(Appa p > App2 p A App: g < Appz @)
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Lemat o konkordantnosci

Lemat
Jesli anonimowa regutfa podziatu mandatéw jest monotoniczna wzgledem populacji, to
jest konkordantna.

M. Dobranowski
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Lemat o konkordantnosci

Lemat
Jesli anonimowa regutfa podziatu mandatéw jest monotoniczna wzgledem populacji, to
jest konkordantna.

M. Dobranowski

lemma if_IsPopulationMonotone_then_IsConcordant (rule : Rule)
[h_anon : IsAnonymous rulel [h_mono : IsPopulationMonotone rule]
IsConcordant rule := by
sorry
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Dowédd twierdzenia o niemoznosci

Dowaéd.

partia A partia B partia C partia D

glosy 660 670 2450 6220
¢ 053 0.54 1.96 4.98
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Dowédd twierdzenia o niemoznosci

Dowaéd.

partia A partia B partia C partia D

glosy 660 670 2450 6220
¢ 053 0.54 1.96 4.98

Przy zachowaniu (gérnej) kwoty, mamy mq < 2 oraz mp < 5. W takim razie mp =1
(korzystamy z lematu).
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Dowédd twierdzenia o niemoznosci

Dowaéd.

partia A partia B partia C partia D

gtosy 660 670 2450 6220
q; 0.53 0.54 1.96 4.98

Przy zachowaniu (gérnej) kwoty, mamy mq < 2 oraz mp < 5. W takim razie mp =1
(korzystamy z lematu).

partia A partia B partia C partia D

gtosy 680 675 700 6200
g  0.66 0.65 0.68 6.01
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Dowédd twierdzenia o niemoznosci

Dowaéd.

partia A partia B partia C partia D

glosy 660 670 2450 6220
@ 0.53 0.54 1.96 4.98

Przy zachowaniu (gérnej) kwoty, mamy m < 2 oraz mp < 5. W takim razie mp =1
(korzystamy z lematu).

partia A partia B partia C partia D

gtosy 680 675 700 6200
g  0.66 0.65 0.68 6.01

Przy zachowaniu (dolnej) kwoty, mamy mp > 6, wiec m4 + mpg + mq < 2, wiec
mpg = 0 (dwukrotnie korzystamy z lematu). O

18/22



Lean — dowdd twierdzenia o niemoznosci

theorem balinski_young (rule : Rule)
[IsAnonymous rule] [h_quota : IsQuotaRule rulel]

M. Dobranowski

-IsPopulationMonotone rule := by

by_contra h_mono
have h_concord := if_IsPopulationMonotone_then_IsConcordant rule
sorry
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Lean — dowdd twierdzenia o niemoznosci

theorem balinski_young (rule : Rule) [IsAnonymous rule] [h_quota : IsQuotaRule rule]
~IsPopulationMonotone rule := by

by_contra h_mono let e’ : Election :
V- N 5 N parties := {("A"), ("B"), <"C"), ("D")}
have h_concord := if_IsPopulationMonotone_then_IsConcordant rule
votes := fun
lete : | ("A") = 680
B ("B") = 675
o parties PRCCOWRCITY? e
= votes | ¢"c"y = 708
[ | ("0") = 6200
3 [
g house_size = 8
© i3
_’5 [ obtain (App', h_App') := rule.non_emptiness e'
[e) et
house_size
(a)] i have m_d_ge_6' : App' ("D") 2 6 by
. . have h_d' := h_quota.quota_rule e' ("D")
. obtain (App, h_App) := rule.non_emptiness e :
E simp [e'] at h_d*
norm_num at h_d*
have m_c_le_2 : App ("C") £ 2 := by ina
rin
have h_c = h_quota.quota_rule e ("C") o
simp [e] at hc have m_b_eq_0' : App' ("B") = 0 := by
P o have h_b' := h_quota.quota_rule ' (“8") App' h_App'
norm_num at h_c X
@ rind simp [e'] at h_b'
Q0 9 norm_num at h_b’
have m_d_le_5 : App ("D") < 5 := by .
= rcases h_b' with (n_b_eq 0’ | m_b_eq_1')
3 have h_d := h_quota.quota_rule e ("D") o
- assumption
o sinp [e] at h_d .
> orm_nom at hd - have m_a_ge_1' : App’ ("A") 2 1 := by
S e - have m_b_ge_m_a' := h_concord.concordant e' (“B") ("A") (by decide) App' h_App’
grin N N
Uinarith
(1) have m_b_eq_1 : App ("B") = 1 := by
o) have m_c_ge_1' : App' ("C") 2 1 := by
4 have h_b := h_quota.quota_rule e ("B") App h_App ) . o . . .
7 ainp (2] ot hb have m_c_ge_m_b' := h_concord.concordant e' ("B") ("C") (by decide) App' h_App
u - linarith
c norm_num at h_b have : 3 p € e'.parties, App' p 2 9 = b
% rcases h_b with (m_b_eq_0 | m_b_eq_1) e : l?] P L, App' p 29 = by
sinp [e
om < heve n.aeq.l: App ("A") = 6 := by 1in:rith [m_a_ge_1', m_b_eq_1', m_c_ge_1l', m_d_ge_6']
have m_a_le_m_b := h_concord.concordant e ("A") ("B") (by decide) App h_App ‘I‘g e f" ¢ M-c-ge-tt, n-dge-
0 Uinarith have : 3 p € e'.parties, App' p = 8 i= by
2 have - 3 p C o pantics, Awp p £ 7 - b exact rule.house_size_feasibility e’ App' h_App'
o crpEep cheees v narith
© sinp [e]
e 1linarith [m_a_eq_1, m_b_eq 8, m_c_le_ 2, m_d_le S
% N s i -2 “;_ . o e ! replace h_mono := h_mono.population_monotonone e e’ (“8") ("D") (by trivial) (by decide)
ave : 3 p € e.parties, App p Y
N . hits App h_App App' h_App"
N exact rule.house_size_feasibility e App h_App )
. grind
linarith

- assumption

Formal
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https://dominik-peters.de/
https://btror.github.io/apportionment.github.io/

Co dalej?

(—

https://github.com/mdbrnowski/apportionmentlib
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https://github.com/mdbrnowski/apportionmentlib
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