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Wprowadzenie

Istnieje n partii politycznych, ktore startuja w wyborach do sejmu, ktory w danym
okregu ma tacznie M miejsc do obsadzenia. Naszym zadaniem jest podziat
mandatow pomiedzy partie w sposob proporcjonalny do liczby gtosow na nie
oddanych.
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Wprowadzenie

Istnieje n partii politycznych, ktore startuja w wyborach do sejmu, ktory w danym
okregu ma tacznie M miejsc do obsadzenia. Naszym zadaniem jest podziat
mandatow pomiedzy partie w sposob proporcjonalny do liczby gtosow na nie
oddanych.
Kwote (czy tez iloraz wyborczy) i-tej partii oznaczamy przez q; i definiujemy jako
p.

qi = MFIr
gdzie p; to liczba gtoséw oddanych na i-tg partie, a P to liczba gtosow oddanych w
okregu.
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Podstawowy przyktad

Wezmy pewien okreg wyborczy; niech ma 8 mandatow do sejmu i 10 tysiecy
wyborcow.
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Podstawowy przyktad

Wezmy pewien okreg wyborczy; niech ma 8 mandatow do sejmu i 10 tysiecy
wyborcow.

partiaA partiaB partiaC
gtosy 1250 3750 5000
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Podstawowy przyktad

Wezmy pewien okreg wyborczy; niech ma 8 mandatow do sejmu i 10 tysiecy
wyborcow.

partiaA partiaB partiaC

gtosy 1250 3750 5000
q; 1 3 4

=
(%]
=
5]
c
©
—
S
o
=
-~
[
1=
L
=
|
©
on
=
3
o
o
an
i
=
(%2}
=
K
0
.2
=
(V]
N
°
o
i
=
'_

3/16



Podstawowy przyktad

Wezmy pewien okreg wyborczy; niech ma 8 mandatow do sejmu i 10 tysiecy
wyborcow.

partiaA partiaB partiaC

gtosy 1250 3750 5000
q; 1 3 4
mandaty 1 3 4
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Podstawowy przyktad

Wezmy pewien okreg wyborczy; niech ma 8 mandatow do sejmu i 10 tysiecy
wyborcow.

partiaA partiaB partiaC

gtosy 1250 3750 5000
q; 1 3 4
mandaty 1 3 4

partiaA partiaB partia C
gtosy 1220 3730 5050
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Podstawowy przyktad

Wezmy pewien okreg wyborczy; niech ma 8 mandatow do sejmu i 10 tysiecy
wyborcow.

partiaA partiaB partiaC

gtosy 1250 3750 5000
q; 1 3 4
mandaty 1 3 4

partiaA partiaB partia C

gtosy 1220 3730 5050
q; 0976 2984  4.04
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Podstawowy przyktad

Wezmy pewien okreg wyborczy; niech ma 8 mandatow do sejmu i 10 tysiecy
wyborcow.

partiaA partiaB partiaC

gtosy 1250 3750 5000
q; 1 3 4
mandaty 1 3 4

partiaA partiaB partia C

gtosy 1220 3730 5050
q; 0.976 2.984 4.04
mandaty 1 3 4
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Pierwszy pomyst

Stosujemy zwykte zaokraglanie.
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Pierwszy pomyst

Stosujemy zwykte zaokraglanie.

partiaA partiaB partiaC
gtosy 2900 3100 4000
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Pierwszy pomyst

Stosujemy zwykte zaokraglanie.

partiaA partiaB partia C

gtosy 2900 3100 4000
q, 2.32 2.48 3.20
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Pierwszy pomyst

Stosujemy zwykte zaokraglanie.

partiaA partiaB partia C

gtosy 2900 3100 4000
q; 2.32 2.48 3.20
mandaty 2 2 3
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Pierwszy pomyst

Stosujemy zwykte zaokraglanie.

partiaA partiaB partia C

gtosy 2900 3100 4000
q; 2.32 2.48 3.20
mandaty 2 2 3
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Pierwszy pomyst

Stosujemy zwykte zaokraglanie.

partiaA partiaB partia C

gtosy 2900 3100 4000
q; 2.32 2.48 3.20
mandaty 2 2 3

Sumaryczna liczba mandatow niekoniecznie jest rowna M.
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Metoda Hamiltona

Zaokraglamy kwote w dot; nastepnie przydzielamy pozostate mandaty wzgledem
najwiekszej reszty.
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Metoda Hamiltona

Zaokraglamy kwote w dot; nastepnie przydzielamy pozostate mandaty wzgledem
najwiekszej reszty.

partiaA partiaB partia C
gtosy 1900 2100 6000
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Metoda Hamiltona

Zaokraglamy kwote w dot; nastepnie przydzielamy pozostate mandaty wzgledem
najwiekszej reszty.

partiaA partiaB partia C

gtosy 1900 2100 6000
q, 1.52 1.68 4.80
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Metoda Hamiltona

Zaokraglamy kwote w dot; nastepnie przydzielamy pozostate mandaty wzgledem
najwiekszej reszty.

partiaA partiaB partia C

gtosy 1900 2100 6000
q; 1.52 1.68 4.80
mandaty 1 1 4
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Metoda Hamiltona

Zaokraglamy kwote w dot; nastepnie przydzielamy pozostate mandaty wzgledem
najwiekszej reszty.

partiaA partiaB partia C

gtosy 1900 2100 6000
q; 1.52 1.68 4.80
mandaty 1 1 4 +1
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Metoda Hamiltona

Zaokraglamy kwote w dot; nastepnie przydzielamy pozostate mandaty wzgledem
najwiekszej reszty.

partiaA partiaB partia C

gtosy 1900 2100 6000
q; 1.52 1.68 4.80
mandaty 1 1+1 4 +1
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Metoda Hamiltona

Zaokraglamy kwote w dot; nastepnie przydzielamy pozostate mandaty wzgledem
najwiekszej reszty.

partiaA partiaB partia C

gtosy 1900 2100 6000
q; 1.52 1.68 4.80
mandaty 1 1+1 4 +1

Dobra wiadomos¢
Ta metoda (zwana metoda Hamiltona lub Hare’a-Niemeyera) jest poprawna.
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Metoda Hamiltona

Zaokraglamy kwote w dot; nastepnie przydzielamy pozostate mandaty wzgledem
najwiekszej reszty.

partiaA partiaB partia C

gtosy 1900 2100 6000
q; 1.52 1.68 4.80
mandaty 1 1+1 4 +1

Dobra wiadomos¢
Ta metoda (zwana metoda Hamiltona lub Hare’a-Niemeyera) jest poprawna.

Kolejna dobra wiadomosc

Ta metoda zachowuje kwoteg, tzn. liczba mandatow przydzielonych i-tej partii jest
rowna |q;| lub [q;].
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Paradoks Alabamy
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Paradoks Alabamy

partiaA partiaB partiaC
gtosy 1800 4100 £100
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Paradoks Alabamy

partiaA partiaB partiaC

gtosy 1800 4100 4100
q; 1.44 3.28 3.28
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Paradoks Alabamy

partiaA partiaB partiaC

gtosy 1800 4100 4100
q; 1.44 3.28 3.28
mandaty 2 3 3
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Paradoks Alabamy

partiaA partiaB partia C

gtosy 1800 4100 4100
q; 1.44 3.28 3.28
mandaty 2 3 3

Zwigkszmy liczbe mandatow do 9.
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Paradoks Alabamy

partiaA partiaB partia C

gtosy 1800 4100 4100
q; 1.44 3.28 3.28
mandaty 2 3 3

Zwigkszmy liczbe mandatow do 9.

partia A partiaB partia C
q; 1.62 3.69 3.69
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Paradoks Alabamy

partiaA partiaB partia C

gtosy 1800 4100 4100
q; 1.44 3.28 3.28
mandaty 2 3 3

Zwigkszmy liczbe mandatow do 9.

partia A partiaB partia C

q; 1.62 3.69 3.69
mandaty 1 4 4
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Paradoks Alabamy

partiaA partiaB partia C

gtosy 1800 4100 4100
q; 1.44 3.28 3.28
mandaty 2 3 3

Zwigkszmy liczbe mandatow do 9.

partia A partiaB partia C

q; 1.62 3.69 3.69
mandaty 1 4 4

Definicja (Paradoks Alabamy)

Sytuacja, w ktorej zwiekszenie ogolnej liczby mandatow prowadzi do zmniejszenia
liczby mandatow przydzielonych danej partii.
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Paradoks populacji
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Paradoks populacji

partia A partiaB partiaC
gtosy 1850 2600 5550
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Paradoks populacji

partia A partiaB partiaC

gtosy 1850 2600 5550
q, 148 2.08 b4y
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Paradoks populacji

partiaA partiaB partia C

gtosy 1850 2600 5550
q; 1.48 2.08 b4ty
mandaty 2 2 4
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Paradoks populacji

partiaA partiaB partia C

gtosy 1850 2600 5550
q; 1.48 2.08 b4ty
mandaty 2 2 4

Zmienmy liczby gtosow oddanych na partie.
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Paradoks populacji

partiaA partiaB partia C

gtosy 1850 2600 5550
q; 1.48 2.08 b4ty
mandaty 2 2 4

Zmienmy liczby gtosow oddanych na partie.

partia A partiaB partia C
gtosy 1890 2200 5520
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Paradoks populacji

partiaA partiaB partia C

gtosy 1850 2600 5550
q; 1.48 2.08 b4ty
mandaty 2 2 4

Zmienmy liczby gtosow oddanych na partie.

partia A partiaB partia C

glosy 1890 2200 5520
a; 1.57 1.83 4.60
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Paradoks populacji

partiaA partiaB partia C

gtosy 1850 2600 5550
q; 1.48 2.08 b4ty
mandaty 2 2 4

Zmienmy liczby gtosow oddanych na partie.

partia A partiaB partia C

gtosy 1890 2200 5520
q; 1.57 1.83 4.60
mandaty 1 2 5
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Paradoks populacji

partiaA partiaB partia C

gtosy 1850 2600 5550
q; 1.48 2.08 L.44
mandaty 2 2 4

Zmienmy liczby gtosow oddanych na partie.

partia A partiaB partiaC

gtosy 1890 2200 5520
q; 1.57 1.83 4.60
mandaty 1 2 5

Definicja (Paradoks populacji)

Sytuacja, w ktorej partia tracaca gtosy otrzymuje mandat kosztem partii zyskujacej
gtosy.
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Metoda Jeffersona / D'Hondta

Okreslamy pewna liczbe gtosow D € R*, za ktorg partii przystuguje mandat. Wtedy
kazda partia dostanie |p;/D| mandatow.
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Metoda Jeffersona / D'Hondta

Okreslamy pewna liczbe gtosow D € R*, za ktorg partii przystuguje mandat. Wtedy
kazda partia dostanie | p;/D| mandatow.
Przeksztatcmy:

i-ta partia dostaje k mandatow
Pi
= [EJ >R
Pi
— >
= D 2 R

p;
<=>D5F
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Metoda Jeffersona / D'Hondta

partiaA partiaB partia C
gtosy 2300 2800 4900

k=1 2300 2800 4900
k=2 1150 1400 2450
k=3 767 933 1633
R=4 575 700 1225
k=5 460 560 980
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Metoda Jeffersona / D'Hondta

partiaA partiaB partia C
gtosy 2300 2800 4900

k=1 2300 2800 4900
k=2 1150 1400 2450
k=3 767 933 1633
R=4 575 700 1225
k=5 460 560 980
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Metoda Jeffersona / D'Hondta

partiaA partiaB partia C
gtosy 2300 2800 4900

k=1 2300 2800 4900
k=2 1150 1400 2450
k=3 767 933 1633
R=4 575 700 1225
k=5 460 560 980
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Metoda Jeffersona / D'Hondta

partiaA partiaB partia C
gtosy 2300 2800 4900

k=1 2300 2800 4900
k=2 1150 1400 2450
k=3 767 933 1633
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Metoda Jeffersona / D'Hondta

partiaA partiaB partia C
gtosy 2300 2800 4900

k=1 2300 2800 4900
k=2 1150 1400 2450
k=3 767 933 1633
R=4 575 700 1225
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Metoda Jeffersona / D'Hondta

partiaA partiaB partia C
gtosy 2300 2800 4900
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k=3 767 933 1633
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Dobra wiadomos¢
Ta metoda (zwana metoda Jeffersona lub D’Hondta) jest monotoniczna wzgledem
liczby mandatow, to znaczy, ze nie wystepuje tutaj paradoks Alabamy.
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Dobra wiadomos¢
Ta metoda (zwana metoda Jeffersona lub D’Hondta) jest monotoniczna wzgledem
liczby mandatow, to znaczy, ze nie wystepuje tutaj paradoks Alabamy.

Jeszcze lepsza wiadomos¢

Ta metoda jest monotoniczna wzgledem populagji, to znaczy, ze nie wystepuje tutaj
paradoks populacji.
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Metoda Jeffersona / D'Hondta

Zta wiadomos¢
Ta metoda nie zachowuje (gornej) kwoty.
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Metoda Jeffersona / D'Hondta

Zta wiadomos¢
Ta metoda nie zachowuje (gornej) kwoty.

partiaA partiaB partia C
gtosy 1000 2760 6240

k=1 1000 2760 6240
k=2 500 1380 3120
k=3 333 920 2080
k=4 250 690 1560
k=5 200 552 1248
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Metoda Jeffersona / D'Hondta

Zta wiadomos¢
Ta metoda nie zachowuje (gornej) kwoty.

partiaA partiaB partia C
gtosy 1000 2760 6240

k = 1000 2760 6240
k=2 500 1380 3120
k=3 333 920 2080
k=4 250 690 1560
k=5 200 552 1248
k=6 167 460 1040
mandaty 0 2 6

q; 0.80 2.21 4.99

=
(%]
=
5]
c
©
—
S
o
=
-~
[
1=
L
=
|
©
on
=
3
-
o
an
i
=
(%2}
=
K
0
.2
=
(V]
N
°
o
i
=
'_

10/16



Metoda Webstera / Sainte-Lagué

Zamiast k=1,2,3,...uzyjemy k=1,3,5,....
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Metoda Webstera / Sainte-Lagué
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Metoda Webstera / Sainte-Lagué

Zamiast k=1,2,3,...uzyjemy k=1,3,5,....

partia A partiaB partiaC
gtosy 2300 2800 4900

k=1 2300 2800 4900
k=3 767 933 1633
k=5 460 560 92980
k=17 329 400 700
k=9 256 3N 544
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Metoda Webstera / Sainte-Lagué

Zamiast k=1,2,3,...uzyjemy k=1,3,5,....

partia A partiaB partiaC
gtosy 2300 2800 4900

k=1 2300 2800 4900
k=3 767 933 1633
k=5 460 560 92980
k=17 329 400 700
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mandaty 2 2 4

Ta metoda rowniez jest monotoniczna wzgledem liczby mandatow oraz wzgledem
populacji, ale nie zachowuje (zadnej) kwoty.
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Twierdzenie o niemoznosci

Twierdzenie (Balinski-Young)

Nie istnieje metoda podziatu mandatéw, ktora zachowuje kwote oraz jest
monotoniczna wzgledem populagji.

W dowodzie uzyjemy dodatkowego (bardzo naturalnego) zatozenia, ze jesli partia X
ma wiecej gtosow niz partia Y, to otrzyma nie mniej mandatow niz partia Y —
znacznie uprosci to dowod.

=
(%]
=
5]
c
©
—
S
o
=
-~
[
1=
L
=
|
©
on
=
3
-
o
an
i
=
(%2}
=
K
0
.2
=
(V]
N
°
o
i
=
'_

12/16



Twierdzenie o niemoznosci

Dowod.

partiaA partiaB partiaC partiaD

gtosy 660 670 2450 6220
g, 0.53 0.54 1.96 4.98
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Twierdzenie o niemoznosci

Dowod.

partiaA partiaB partiaC partiaD

gtosy 660 670 2450 6220
g, 0.53 0.54 1.96 4.98

Przy zachowaniu (gornej) kwoty, mamy m_ < 2 oraz m, < 5. W takim razie my = 1.
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partiaA partiaB partiaC partiaD

gtosy 660 670 2450 6220
g, 0.53 0.54 1.96 4.98

Przy zachowaniu (gornej) kwoty, mamy m_ < 2 oraz m, < 5. W takim razie my = 1.

partiaA partiaB partiaC partiaD

gtosy 680 675 700 6200
g 066 065 068  6.01
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Twierdzenie o niemoznosci

Dowod.

partiaA partiaB partiaC partiaD

gtosy 660 670 2450 6220
q; 0.53 0.54 1.96 4.98

Przy zachowaniu (gornej) kwoty, mamy m_ < 2 oraz m, < 5. W takim razie my = 1.

partiaA partiaB partiaC partiaD

gtosy 680 675 700 6200
q; 0.66 0.65 0.68 6.01

Przy zachowaniu (dolnej) kwoty, mamy m, = 6, wigc m, + mg + m_ < 2, wiec
mg = 0. O
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Moze jakis inny cigg k = ?

Chcielibysmy, zeby jednemu mandatowi odpowiadata podobna liczba gtosow.
Naturalna miarg sprawiedliwosci metody jest wiec

m. mj

Pi P
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Moze jakis inny cigg k = ?

Chcielibysmy, zeby jednemu mandatowi odpowiadata podobna liczba gtosow.
Naturalna miarg sprawiedliwosci metody jest wiec
m. mi

I

Pi P

W szczegolnosci chcielibySmy, zeby metoda byta stabilna, tzn. dla kazdych i, j

mLmo_ o m M Mt omen
Pi P P Ppj p; p;
2m. -1 2m;+1
— <
p; Pj
pi P
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Moze jakis inny cigg k = ?

Chcielibysmy, zeby jednemu mandatowi odpowiadata podobna liczba gtosow.
Naturalna miarg sprawiedliwosci metody jest wiec
m. mi

I

Pi P

W szczegolnosci chcielibySmy, zeby metoda byta stabilna, tzn. dla kazdych i, j

mLmo_ o m M Mt omen
Pi P P Ppj p; p;
2m. -1 2m;+1
— <
p; Pj
pi P

2

Jedyna w tym sensie stabilng metoda jest metoda Sainte-Lagué.
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Whniosek

Udato sie pokonac twierdzenie Balinskiego-Younga za pomocg losowosci. Istnieje
metoda, ktora zachowuje kwote oraz jest monotoniczna (w sensie oczekiwanej
liczby mandatow) wzgledem populacgji.
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