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Kilka definicji



Sygnatura i struktura

Sygnatura to zbiér symboli funkcyjnych (np. +, -), symboli relacyjnych
(np. <, |) oraz symboli statych (np. 0, 1).
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Sygnatura i struktura

Sygnatura to zbiér symboli funkcyjnych (np. +, -), symboli relacyjnych
(np. <, |) oraz symboli statych (np. 0, 1).

Struktura to pewien zbiér A wraz z sygnaturg oraz interpretacja jej
symboli. Strukturg jest np.

(N;0,1, +, -, <).

wraz z naturalng interpretacja poszczegolnych symboli.
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Teoria struktury

Teoria struktury 9 to zbior zdan prawdziwych w logice pierwszego
rzedu w tej strukturze.
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Teoria struktury

Teoria struktury 9 to zbior zdan prawdziwych w logice pierwszego
rzedu w tej strukturze.

Na przyklad, jesli wezmiemy I = (IN; +, <), to
(Vx3y : x < y) € Th(M),
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Teoria struktury

Teoria struktury 9 to zbior zdan prawdziwych w logice pierwszego
rzedu w tej strukturze.

Na przyklad, jesli wezmiemy I = (IN; +, <), to
(Vx3y : x < y) € Th(M),

(IxVy : y < x + x) & Th(M),

(Vx3y : x < y) & Th(IMN).
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Arytmetyka Presburgera

Z twierdzenia Churcha wynika, ze Th(IN; 0,1 +, -, =) jest
nierozstrzygalna.

Jesli jednak usuniemy mnozenie, to otrzymamy teorie Th(IN;0, 1 +, =),
zwang arytmetykq Presburgera, ktora jest rozstrzygalna.
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Sita wyrazu

Mozemy wyrazac:
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Sita wyrazu

Mozemy wyrazac:
- mnozenie przez stalg z IN

3a=a+a+a
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Sita wyrazu

Mozemy wyrazac:
- mnozenie przez stalg z IN

3a=a+a+a

 podzielno$¢ przez stalg z IN

2|ln=3a:2a=n
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Sita wyrazu

Mozemy wyrazac:
- mnozenie przez stalg z IN

3a

a+a-+a

 podzielno$¢ przez stalg z IN

2|ln=3a:2a=n
e nierOwnosci

a<b=dc:a+c+1=0b
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Rozstrzygalnosé




Eliminacja kwantyfikatorow

W ogdlnosci z formuly zbudowanej nad sygnatura {0, 1, +, =} nie

mozemy wyeliminowa¢ kwantyfikatoréw. &#
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Eliminacja kwantyfikatorow

W ogdlnosci z formuly zbudowanej nad sygnatura {0, 1, +, =} nie
mozemy wyeliminowa¢ kwantyfikatorow. &#
Ale jesli dolozymy do sygnatury relacje nier6wnosci i relacje

podzielnosci (nie zmieniajac sity wyrazu jezyka!), to juz mozemy. <&
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Algorytm eliminacji kwantyfikatorow

1. Zmieniamy kwantyfikatory V na 3.
Vx . - I = —dx

'da sie to zrobic!
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Algorytm eliminacji kwantyfikatorow

1. Zmieniamy kwantyfikatory V na 3.
Vx . - I = —dx

2. Sprowadzamy formule do dysjunkcyjnej postaci normalnej
(alternatywy koniunkcji formut atomowych), przy okazji usuwajac
wszelkie rOwnosci i zaprzeczenia'.

JIx - D = 3x : (O v I v )

'da sie to zrobic!
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Algorytm eliminacji kwantyfikatorow

y=z=yLzNz<LYy
y*+z=y<zvVz<y
yLz=z<y+1

k—1
kty=\/kl@+i
=1
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Algorytm eliminacji kwantyfikatorow

3. Dystrybuujemy kwantyfikator 3 do poszczegolnych czesci.
dx (A VEE VER) = 3x:E) v (3x : B8 v (3x : )
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Algorytm eliminacji kwantyfikatorow

3. Dystrybuujemy kwantyfikator 3 do poszczegolnych czesci.
dx (A VEE VER) = 3x:E) v (3x : B8 v (3x : )

Kazda z formut [ jest juz tylko koniunkcja formul atomowych
(uzywajacych tylko jednego symbolu relacyjnego: | lub <).

Jx [ = x| A A B A
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Algorytm eliminacji kwantyfikatorow

4. Zmieniamy odpowiednie formuly atomowe tak, zeby zmienna x
miata zawsze ten sam wspolczynnik.

Ix: (By <52+ 2x)ANQ2z<x+ 1A (x<10y) A(4]|3x)) =
= 3x: ((9y < 152+ 6x) A (122 < 6x + 6) A (6x < 60y) A (8] 6x)) =
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Algorytm eliminacji kwantyfikatorow

4. Zmieniamy odpowiednie formuly atomowe tak, zeby zmienna x
miata zawsze ten sam wspolczynnik.

Ix: (By <52+ 2x)ANQ2z<x+ 1A (x<10y) A(4]|3x)) =
= 3x: ((9y < 152+ 6x) A (122 < 6x + 6) A (6x < 60y) A (8] 6x)) =

5. Pozbywamy sie wspolczynnika przy zmiennej x.

=3x:((9y <152+ x) A (122 <x +6) A (x <60y) A (8| x) A (6] x))
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Algorytm eliminacji kwantyfikatorow

6. Na mocy CRT, rozwiazania czesci formuly zwigzanej z podzielnoscia
powtarzaja sie co N = lem(8, 6) = 24. Kazda z niero6wnosci, w
ktorych x znajduje sie po prawej stronie, zamieniamy na alternatywe
N formut.

Jx: ((9y <152+ x)A (122 < x+6) A(x < 60y) A (8] x) A (6] x))
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Algorytm eliminacji kwantyfikatorow

6. Na mocy CRT, rozwiazania czesci formuly zwigzanej z podzielnoscia
powtarzaja sie co N = lem(8, 6) = 24. Kazda z niero6wnosci, w
ktorych x znajduje sie po prawej stronie, zamieniamy na alternatywe
N formut. Dla pewnosci dodajemy tez ograniczenie dolne 0 < x.

Jx: ((9y <152+ x)A (122 < x+6) A(x < 60y) A (8] x) A (6] x))
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Algorytm eliminacji kwantyfikatorow

Ix: ((9y <152+ ) A (122 < x+6) A (x <60Y)A(B|x)A(6]x)) =

(x,y.2)
N N N-1
= \/CI)(9y — 152+ j,y,2) V \/CD(lZZ —6+7,y,2)V \/ O(j, v, z)
j=1 J=1 J=0

PozbylisSmy sie kwantyfikatoréw!
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Arytmetyka Presburgera jest
rozstrzygalna!



Zlozonos¢ konstrukeji

W kroku 2. nalezy zmieni¢ formule logiczng do DNF. Jest to problem NP
-trudny, a rozmiar formuly w DNF moze by¢ wykladniczy wzgledem
oryginalnej formuly.
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Zlozonos¢ konstrukeji

W kroku 2. nalezy zmieni¢ formule logiczng do DNF. Jest to problem NP
-trudny, a rozmiar formuly w DNF moze by¢ wykladniczy wzgledem
oryginalnej formuly.

W kroku 4. uzywamy lem(...) wzgledem wspoétczynnikow x.

W kroku 6. ponownie uzywamy lcm(...), tym razem wzgledem liczb,
przez ktore sprawdzamy podzielnosc¢.

Wykonujemy te kroki dla kazdego bloku naprzemiennych
kwantyfikatorow!
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Dowdd Biichiego




Idea dowodu

Zamiast eliminacji kwantyfikatorow, mozna zbudowa¢ DFA, ktory
akceptuje jezyk reprezentujacy wszystkie wartoSciowania zmiennych,
dla ktoérych dana formuta jest prawdziwa.

Liczby naturalne zapisujemy w postaci binarnej (little-endian):
N = ({0,1}"1) U {0},

Zostawmy poprzednie rozszerzenia, wré6¢my do podstawowej sygnatury
arytmetyki Presburgera: {0, 1, +, =}.

Pokazemy, ze kazdy symbol mozemy zasymulowac jakim$ DFA.

Arytmetyka Presburgera Krakow, 12 kwietnia 2026 16 / 30



Symbole funkcyjne, relacyjne i stale

Automat rozpoznajacy k = 0:
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Symbole funkcyjne, relacyjne i stale

Automat rozpoznajacy i = j:

start
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Symbole funkcyjne, relacyjne i stale

Automat rozpoznajacy i + j = k:

0 0 1
of,|1],]o0
0 1 1

Analogicznie konstruujemy automaty akceptujacei+ 1 =j,i+j+k = ¢,
itd.
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Spojniki logiczne
« koniunkcja (A) — automat M; N M, tworzymy przez iloczyn
kartezjanski stanow automatoéow My, Mo,

o alternatywa (V) — niedeterministyczny automat M; U M, tworzymy
jak ponizej,

E M1
£ M2

. negacja (—) — automat M* tworzymy z automatu zupelnego M przez
zamiane stanow akceptujacych i nieakceptujacych.

Michal Dobranowski Arytmetyka Presburgera Krakow, 12 kwietnia 2026 20/30



Kwantyfikatory

Tak jak poprzednio, V zamieniamy na 3. Kazda zmienna zwigzana z 3
wystarczy usung¢ (bedziemy jg zgadywacé w ramach NFA).

jt+i=k
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Kwantyfikatory

Tak jak poprzednio, V zamieniamy na 3. Kazda zmienna zwigzana z 3
wystarczy usung¢ (bedziemy jg zgadywacé w ramach NFA).

j+j=k dj:j+j=k

N i ] i

o
! o

W@ @) @ W
0




Zlozonos¢ konstrukeji

Kazda determinizacja NFA (powstalego z Vv lub 3) jest wykladnicza
(a determinizowa¢ musimy, zeby konstruowac ).
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Trudnosc¢ arytmetyki
Presburgera




Wyniki teoretyczne

 PrA jest miedzy 2-NEXP a 2-EXPSPACE,

o dla kazdego i > 0 fragment >, ; PrA jest zupelny w ZiEXP,
w szczegollnosci fragment 2, PrA jest NEXP-zupelny.
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Wspolczesne algorytmy

Na szcze$cie, mamy jakie$ postepy w algorytmice:
o algorytm Coopera,

. test omega Pugha.
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Zastosowania




Optymalizacja w czasie kompilacji
Kompilator (np. jezyka C) chce, zeby wiele iteracji jednej petli bylo
wykonywanych réwnoczesnie. Czy moze?
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Optymalizacja w czasie kompilacji
Kompilator (np. jezyka C) chce, zeby wiele iteracji jednej petli bylo
wykonywanych réwnoczesnie. Czy moze?

To zalezy od petli.

for (int 1

= 0; 1 < n; 1++) {
A[2 * 1] =

Al[1] + 1;
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Optymalizacja w czasie kompilacji
Kompilator (np. jezyka C) chce, zeby wiele iteracji jednej petli bylo
wykonywanych réwnoczesnie. Czy moze?

To zalezy od petli.

for (int 1

= 0; 1 < n; 1++) {
A[2 * 1] =

Al[1] + 1;

EIiEIj:(i<n/\j<n/\i;tj/\(2i:2jv 2i=j VvV i=2j ))
a7 .

zapis-zapis ~ zapis-odczyt  odczyt-zapis

Formula prawdziwa dla n > 2, wiec istnieje konflikt, wiec kompilator nie
moze nic zrobic.
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Optymalizacja w czasie kompilacji

for (int i = 0; i < n; i++) {
A[3 * 1 + 5] =A[3 * 1+ 7] + 1;

EIiEIj:(i<n/\j<n/\i:tj

/\(3i+5=3j+5v3i+5:3j+7v3i+7:3j+5))

zapis-zapis zapis-odczyt odczyt-zapis

Formula falszywa dla kazdego n, konfliktu nie ma, wiec kompilator
moze zrownolegli¢ lub zwektoryzowac (np. AVX-512).
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Automatyczne dowodzenie twierdzen

Ponizsze procedury sg pelnymi albo czg$ciowymi solwerami dla

arytmetyki Presburgera. Niektore wspierajg tez proste heurystyki dla
mnozenia czy potegowania.

« Lean: omega
« Rocq: lia
 Isabelle/HOL: presburger
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